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第 0 章 関 数の グラ ディ エン ト（ 勾配）

13241
ナブ ラ 演 算子576857695
偏微分演 算子�!�

多変数関 数 :4;8<>=@?A<CBD?FEFEGEF?A<�H>I#&�
関 数 J の 変数 K*L に つ い て の 微分係数 偏微分係数 ∂ :@M ∂ <�LN K L 以 外の 変数を す べ て 定数と 考え て 計算した K L に つ い て の 微分係数

 � 偏微分演 算子 ∂ M ∂ < L
（ 関 数 J へ 演 算子∂ O ∂ K*L を か け た 結果） ＝ 偏微分係数 ∂ JPO ∂ KQL

' � 数学的な記 法 ; ∂ M ∂ < L I8:@R ∂ :@M ∂ < L
5768576PS

ナブ ラ 演 算子と そ の 代表的な演 算�!�
ナブ ラ 演 算子

偏微分演 算子の ベ クトル ∇N
空間 座標が 基 準；（ 換 算係数× 偏微分演 算子） L を 並べ た も の 。#&�
一 般の 座標系（ T*=VU TWBVU T�XZY の 場合
（ ;@�[MW\ = I ∂ M ∂ T = ?];^��M_\ B I ∂ M ∂ T B ?];@�[M_\ X I ∂ M ∂ T X IN
座標軸方向の 傾き （ 変化率）N
係数 `*L8%baFc � U # U  !Y は 変数の 微小な増分 d�T�L を 長さ に 換 算

 � デカル ト座標系の 場合 （ ∂ M ∂ <>? ∂ M ∂ e*? ∂ M ∂ f&IN `*g_ch`*i�ch`*j�c �
' � ３ つ の 代表的な演 算k グラ ディ エン ト % 勾配）k ダイ バ ー ジェン ス（ 発散）k ロ ー テー ショ ン （ 回転）
+ � 数学的な記 法 l グラ ディ エン ト演 算の 例 lm�nVo�p : ≡ ∇ :@R （ ∂ :@M ∂ <>? ∂ :@M ∂ e*? ∂ :@M ∂ f*I

132rq
グラ ディ エン ト s 勾配）576tSu695
数学的表現�!�

スカラ ー 関 数 J9%GKCU v_U w4Y へ ナブ ラ 演 算子∇ を か け るm�nVo�p : ≡ ∇ :@R （ ∂ :@M ∂ <>? ∂ :@M ∂ e*? ∂ :@M ∂ f*I



' 第
�
章 関 数の グラ ディ エン ト（ 勾配）

#&�
新た なベ クトル ∇ :

 � ベ クトル ∇ J の 元 各座標軸方向の 関 数 : の 傾き
576tSu6PS

い く つ か の 計算例�!� J9%FKCU vWU w4Y8cxKQv_w
∇ Jyc�%bv_w�U wrKCU KQv*Y#&� J9%FKCU vWU w4Y8chz ≡ %FK B4{ v B|{ w B Y =9}rB
∇ Jyc�%FK�OVz|U_vQODz4U_w4ODz~Y8c�%GKCU�v_U_w4Y8OVz ≡ n ODzN
よ く 使う 公式

132r�
他の 座標系に お け る グラ ディ エン ト（ 勾配）576��]695
極座標の 場合�!�

座標系 ; n ?"�!?"��I#&�
換 算係数

k \�=@R��k \ B R nk \>XVR n��@��� �
 � グラ ディ エン トm�nVo�p : ≡ （ ∂ :@M ∂ n ?];^��M n I ∂ :@M ∂ �!?�;@�[M n��^�b� �!I ∂ :@M ∂ � ）N

よ く 使う 公式

576��]6PS
円 筒座標の 場合�!�

座標系 ; n ?"�!?Af&I#&�
換 算係数

k \ = R��k \7B|R nk \>XVR��
 � グラ ディ エン トm�nVo�p : ≡ （ ∂ :@M ∂ n ?];^��M n I ∂ :@M ∂ �!? ∂ :@M ∂ f ）N

よ く 使う 公式



+

第 � 章 ベ クトル の ダイ バ ー ジェン ス（ 発散）

q�241
ダイ バ ー ジェン ス（ 発散）Su6857695
デカル ト座標に お け る ダイ バ ー ジェン ス�!�

ベ クトル 関 数 :4;8<>?Ae&?Af*I|R （ : g ;8<>?Ae&?Af*I|?$: i ;8<>?Ae*?Af&I4?�: j ;9<>?Ae&?Af*I|I#&�]� a�� 演 算子 p���� :4;9<>?�e*?Af&IN
ベ クトル 関 数（ :@%GK�U v_U w4Y ） に 作用

 � ダイ バ ー ジェン ス � a���:@%FKCU vWU w4Y は スカラ ー 関 数N
ベ クトル の 内積に 似て い る 。

' � 別の 表現 p���� :4;8<>?Ae&?Af*I ≡ ∇ ・ :4;8<>?Ae*?�f*I
+ � 数学的な記 法 p���� :@R ∂ :9g&M ∂ <>� ∂ :9i!M ∂ e>� ∂ :9j�M ∂ f

Su68576PS
ダイ バ ー ジェン スの 物理的な意 味�!�

流速の 場と して の ベ クトル 関 数 （ :9g*;8<>?Ae&?Af*I|?$:9i*;8<>?Ae*?Af&I4?>:9j_;8<>?Ae*?Af&I4I#&�
微小体積 � g4i^j R�d3<Cd3eCd3f

 � vWw 面に 平行な面を 通る 流体の 湧き だ し量d�:9HW�P�tR�: g ;9<>��d3<>I@d3eCd3f��x: g ;8<>I�d3eCd3f
k 第 �

項は K { d�K に あ る v_w 面に 平行な面を 通る 流量 O 面積k 第 #
項は K に あ る v_w 面に 平行な面を 通る 流量 O 面積

∂ Jbg�O ∂ K の 意 味（ 流体の 湧き だ し量 O 体積）d�:9HW�P�tMW� g4i@j R�;t: g ;9<>��d3<>Ir�P: g ;9<>I|I|MQd3< ≡ ∂ : g M ∂ <
' �]� a���:@%FKCU v_U w|Y の 意 味
座標 %FKCU_vWU_w|Y 付近で の 流体の 全湧き だ し量 O 体積

q�2rq
他の 座標に お け る ダイ バ ー ジェン ス（ 発散）

Su6tSu695
ダイ バ ー ジェン スの 一 般形�!�

全湧き だ し量 O 体積を 測る 微小体積��=9B8XVR�\�=~d�T*= （ た て ） � \7B@d�TWB （ よ こ ） � \>XZd�T�X （ た か さ ）N
係数 ` L %baFc � U # U  !Y は 変数の 微小な増分 d�T L を 長さ に 換 算



, 第
#
章 ベ クトル の ダイ バ ー ジェン ス（ 発散）

#&� T*= 軸方向の 湧き だ し量; ∂ ¡CB9X|¢�=@O ∂ T*=@Y]d�T*=£ B8X4c¤`�B|d�TWBh`*XVd�T�XN £ B8X は 微小な断面積； TWB 軸、 T�X 軸も 同様
 � ダイ バ ー ジェン スpC��� :@R�;^��M_��=9B8X|I�; ∂ ¡CB9X�:@=@M ∂ T*=^� ∂ ¡�X4=t:~B|M ∂ TWBD� ∂ ¡>=9Bt:9X�M ∂ T�X!IN

全湧き だ し量 O 体積 ¥ よ く 使う 公式
Su6tSu6PS

極座標の 場合�!�
座標系 ; n ?"�!?"��I#&�
換 算係数

k \�=@R��k \7B|R nk \ X R n��@��� �
 � ダイ バ ー ジェン スpC��� :@R�;^�[M n B I ∂ n B :9¦VM ∂ n ��;@�[M n§�@��� �!I ∂ �^�b� �^: θ M ∂ θ ��;^�[M n§�^��� �!I ∂ : φ M ∂ φ ¨N

よ く 使う 公式

Su6tSu6b�
円 筒座標の 場合�!�

座標系 ; n ?"�!?Af&I#&�
換 算係数

k \ = R��k \7B|R nk \>XVR��
 � ダイ バ ー ジェン スpC��� :@R�;^�[M n I ∂ n : ¦ M ∂ n �©;@�[M n I ∂ : θ M ∂ θ � ∂ : j M ∂ fN

よ く 使う 公式
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第 ª 章 ベ クトル の ロ ー テー ショ ン （ 回転）

��241
ロ ー テー ショ ン （ 回転）�]6857695
デカル ト座標に お け る ロ ー テー ショ ン�!�

ベ クトル 関 数 :4;8<>?Ae&?Af*I|R （ : g ;8<>?Ae&?Af*I|?$: i ;8<>?Ae*?Af&I4?�: j ;9<>?Ae&?Af*I|I#&� z9«�¬ 演 算子 nV­[® :4;8<>?Ae&?Af*IN
ベ クトル 関 数（ :@%GK�U v_U w4Y ） に 作用

 � ロ ー テー ショ ン z8«�¬¤:@%GKCU v_U w4Y は ベ クトル 関 数N
ベ クトル の 外積に 似て い る 。

' � 別の 表現 nV­[® :4;8<>?Ae*?�f*I ≡ ∇ × :4;8<>?Ae*?Af&I
+ � 数学的な記 法 nV­[® :@R�; ∂ :9j�M ∂ e�� ∂ :9i!M ∂ f&? ∂ :9g&M ∂ f!� ∂ :9jVM ∂ <>? ∂ :9i_M ∂ <�� ∂ :9g_M ∂ e>I
, � ベ クトル ∇ × : の 元 各座標軸方向の ベ クトル 関 数 : の 回転（ � EA¯[E 角速度ベ クトル の ( 倍）

�]68576PS
い く つ か の 計算例�!� :@%FKCU vWU w4Y8c�%�° g U_° i U�±�Y

∇ × :~c�%P±*U*±&U*±�YN °hg 、 °�i は 定数N
定数ベ クトル の 回転は ゼロ#&� :@%FKCU vWU w4Y8c�%Gl ω j|vWU ω j^KCU*±�Y
∇ × :~c�%P±*U*±&U # ω jVY

 � :@%FKCU vWU w4Y8c�%GKCU�v_U_w4Y
∇ × :~c�%P±*U*±&U*±�YN
位 置ベ クトル の 回転は ゼロ

' � :@%FKCU vWU w4Y8c�%GK�OVz4U!v*OVz|U*w4ODz~Y
∇ × :~c�%P±*U*±&U*±�YN : は 関 数 � ODz の グラ ディ エン トN
関 数の グラ ディ エン トの 回転は ゼロ

��2rq
他の 座標に お け る ロ ー テー ショ ン （ 回転）�]6tSu695
極座標の 場合�!�

座標系 ; n ?"�!?"��I



/ 第  章 ベ クトル の ロ ー テー ショ ン （ 回転）

#&�
換 算係数

k \�=@R��k \7B|R nk \ X R n��@��� �
 � ロ ー テー ショ ンnV­�® : ≡ （ ;@�[M n��^��� θ I ∂ : θ M ∂ φ �|;@�[M n I ∂ : φ M ∂ θ ? ∂ : φ M ∂ n �|;@�[M n��@��� θ I ∂ :9¦VM ∂ φ ?�;@�[M n I
∂ :9¦VM ∂ θ � ∂ : θ M ∂ n IN
よ く 使う 公式

�]6tSu6PS
円 筒座標の 場合�!�

座標系 ; n ?"�!?Af&I#&�
換 算係数

k \�=@R��k \ B R nk \ X R��
 � ロ ー テー ショ ンnV­�® : ≡ （ ∂ : θ M ∂ f!�4;^��M n I ∂ : j M ∂ θ ? ∂ : j M ∂ n � ∂ : ¦ M ∂ f*?�;^��M n I ∂ : ¦ M ∂ θ � ∂ : θ M ∂ n IN

よ く 使う 公式


